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Un corrigé

I-

(a) On remarque que (v/z — /y)* > 0 pour tous x et y positifs, puis par développement de cette inégalité on
. x + . 2z . Z 2z M 2z M 7 2z . 2z z z
obtient /xy < Ty L'inégalité a,, < b, est une conséquence immédiate de 1'inégalité précédente, avec

* = ap—1 ety = b,—1 (les deux suites sont bien définies et toujours positives ).
(b) On a pour toutn € N:
an + bp bp, + bp,
<
2 - 2 -

bn+1 =

Donc (b, )nen est décroissante. De méme,

ant1 =\ anby > Vanlp = Gnp.

Donc (ay,)nen est croissante.
On sait déja que b, 1 — an41 > 0. De plus,

b, + an — 2v/bpan,
5 .

bn+1 — Qpt1 =

Puisque 0 < a,, < b, et par croissance de la fonction ,/, on a \/a,b, > a,. On en déduit que

by, n—2ay, 1
On T an = 24 _ = (bn — a).

bpt1 — any1 < 5 5

De la relation précédente, on déduit par une récurrence immédiate que, pour tout entier naturel n, on a

1
0< bn—an < 27([)0—&0).

Ainsi, (b, — an)nen converge vers 0. On en déduit que (by,)nen et (an)nen sont deux suites adjacentes :
elles convergent vers la méme limité, notée M (a, b).
e Pour tout A\ € RY, les suites (Aayp)nen et (Aby)nen Vérifient les relations de récurrences (2), donc elles
convergent vers M (Aag, Abg) = M (Aa, Ab). D’ol1 par unicité de la limite :

M(Xa, A\b) = AM (a,b) (x).

!/ /
an = b b = qQ
e Soient les suites (a,)nen et (b, )nen définies par : { © et . - Les suites

(al)nen et (an)nen (respectivement (b),),en et (b, )nen ) ne différent que par leur premier terme, elles ont donc
méme limite et donc M (b, a) = M(a,b).

by = b1

., etsg , sont conver-
n+1, n €N bn:bn—l-l, neN
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— — /
e Soient les suites (ay,) (ay,), (bn), (by,), définies par les relations (2) et {ZO _Z , {Z/O Z aveca < d'.
0 = 0 =

Montrons par récurrence sur n € N que a,, < a;,. La propriété est vraie pour n = 0. Supposons a,, < a,,. On a
ant1 = Vanby, et a, | = \/a by, donc any1 < a5, 1. D'ottVn € N, a,, < a, et en passant a la limite quand n
tend vers l'infini M (a,b) < M(d/,b).

3. S5ia = b= 1onmontre par récurrence que Vn € N, a,, = b, = 1. Donc f(1) = M(1,1) = hm an = h_)m b, =
n o0

1.
1 1 1
e D’apres la relation (x) M (x,1) = aM (1, ) et donc f () = —f(x).
T X X
. f o a+b
e Comme (ay,)nen est croissante et (by )nen est décroissante, onaVn € N, a; = Vab < a, < b, < by = 5

soit en prenant la limite quand n tend vers l'infini et en utilisant le prolongement des inégalités

Vab < M(a,b) < 222

1+=x

3) v () = (1”)
2 () - () e

ro =10 (2.

En particulier, sia = x et b = 1 on obtient v/z < f(z) <
e D’apres I'égalité 454 on a :

fla) = MGe1) = M (V3

En combinant 8 et 9 on obtient f(z) = (

4. (a) Soit zy €]0, +o0[. Montrons que les limites a droite et a gauche coincident. Désignons par | = lim f(z)

$—>IO
l U
et!’ = lim f(z). Comme f est croissante alors I' < f(zg) < l. D’autre part, — = lim M et — =
=T ) m%xaL T xo
L T@) () Vol Dear
im —— et puisque x — — est décroissante alors — < —. D’ou I’ = [ et donc f est continue en z.
z—azg X0 x a oy
(b) Il suffit de montrer que f est croissante sur |0, +-o0o[ et que z — @) est décroissante sur |0, +oo|. En effet,
x
1
d’apres la question 2 de cette partie M (z,1) < M(y,1)si0 < z < y et 'égalité f <> = @) montre que
x T
x @) est décroissante sur |0, +-00|.
x

14z
5. (a) D’apres l'inégalité v/z < f(z) < % montre que lirf f(x) = +oc.
T—r+00
(b) fadmet une limite en O car elle est croissante sur |0, +-00], cette limite n’étant autre que la borne inférieure

1 2
de I'ensemble { f(z) | > 0 }. Soit [ cette limite, d’apres 1'égalité f(x) = T f ( \/E) onl = é soit

2 14z
I=0. .
(c) lim M = lim f <> = lim f(¢t) = 0. Donc la courbe représentative de f admet une branche
r—+o0o I T—+00 X t—0t

parabolique dans la direction (0z).
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1. Comme vy = ug cos(f), on obtient :

o ug + vo :al—i-cos(Q) ~ acos? 0
! 2 2 2)"




puis :

0
uy = UgV1 = a cos <2> .

Pour continuer a exprimer les termes v,,, on exprime (v,) indépendamment de (u,,) : pour tout n > 0,

2
U, +1 U +1
Up+1 + Unyl . T Unt1 L+ ==
Unp+2 = /Unt+2Unt1 = - 9 X Upy1 = - 9 X Up41 = Un41 Y

Ainsi, on trouve par exemple :

B 1+cos(g)7 N 9 [
U2 = U1 72 = U14/COS 1 = aCcos 5 CcOs 1

(les cosinus étant positif, § étant par définition dans }O, g [ )- Ainsi, on voit apparaitre le début du produit

n

, 9 . s

de cosinus de la forme H cos (2k> . On effectue alors une récurrence. Soit, pour tout n dans N, la propriété
k=1

n
9
Pn): u,=a H cos (2k> Nous venons de montrer que P(0) et P(1) sont vrais. Soit n € N. On suppose

k=1
que P(n) et P(n + 1) sont vrais. Alors, par les hypothéses de récurrence,

Un+1 0
"t — cos Pyl I
U, 2n+

donc, d’apreés la relation établie ci-dessus,

1+ cos (52 0 il 0 0 nte 0
Un+2 = Unp+1 2(2+1) = Unp+1 COS <2n+2> =a H COS (2]6) COS (W) =a H COS (2k> .
k=1

k=1

Par conséquent, P(0) et P(1) sont vraies, et pour tout n dans N, P(n) et P(n + 1) entrainent P(n + 2). D’apres
le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n dans N.
a sin(6)

Vérifions ensuite par récurrence u, = —— 5
2" gin (27)

. la propriété est vraie pour n = 0. On suppose que la

propriété est vraie pour n € N. Alors

0 a sin(f) " a 1 " a  sin(6)
Up41 = Up, COS = — ———"—XCOS = cos =
n+1 n on+1 2" gin (i) on+1 n SIH(Q) 2sin (%) cos (%) on+1 on+1 sin (2n9+1}

21’1,
. . s I ) a sin(6)
Cela montre que la propriété est vraie pour n + 1. D’apres le principe de récurrence, u,, = Q—nﬁ pour
Sin on

tout n dans N. ,

. . u
D’apres la relation u,, = \/u,—1vy,, on obtient v,, = —— = ....
Un—1
. Supposons a > b, montrons par récurrence sur n € N la propriété P(n): 0 < v, < v,. La propriété P(0) est

satisfaite d’apres I’hypothese a > b. Soit n € N tel que P(n) est vrai. Alors on obtient :

0<vpt1 Sup

puis : upt1 > v/ (Unt1)? > Upt1. Ainsi, la propriété P(n+ 1) est encore vraie. D’apres le principe de récurrence,
on a dong, pour toutn € N, 0 < u,, < v,. Soit n € N. On déduit alors de la relation définissant v,,41, de la
méme maniere que ci-dessus, que : v, < v,4+16 < u,, puis de la seconde relation, que

Un+1 = \/Un4+1Un < V u% = Un,



d’ou la croissance de (v;,) et la décroissance de (uy,).

(vn)nen est croissante et majorée par uo, et (un)ncn est décroissante et minorée par vg. Donc, d’apres le théo-
réme de la limite monotone, (u,) et (v,) convergent.

Appelons 3 la limite de (v,,) et « la limite de (u,,). Alors, on montre comme plus haut, en passant a la limite
dans la relation définissant v, 41, que a = (.

Par conséquent, d’apres le calcul précédent, pour tout n € N,

=G <29n> sisin((;j)'

N(a,b) = lim v, = lim u, :asm(G)
n—-+oo n—-+oo 9

On peut donc conclure :

. La propriété est vraie pour n = 0 puisque uy = a et vy = b. Montrons par récurrence sur n € N la propriété
P(n):u, > ay etv, > by,
La propriété P(0) est satisfaite d’apres les hypotheses. Soit n € N tel que P(n) est vraie. Alors on obtient :

Up, + Uy, S an + by,
2 - 2

Un+1 = = bn+1

et comme (v, )nen est croissante

Un+1 = \/unvn-‘rl > \/anvn > anbn = Op+1-

Ainsi, la propriété P(n + 1) est encore vraie. D’apres le principe de récurrence, on a donc, pour tout n € N,
Uy > G et vy > by,

, V2 1 o V2 1 V2sin(§) 2
.ICla—Tetb—Z—aCOS<4)D TZ T % —;
. Comme Vn € N, u,, > ay, alors N(a,b) > M(a,b).
1 1 1 2 21 2
Ona M ([ 1) = ZM(\@’ 1) = Zﬂ\/i) < +8f < %etN <\4f,4> =_> g Donc on peut pas avoir
une égalité.
1
. Si0 <z <y, alorsVy € [O, q on a \/a:2 cos? p +sin? ¢ < \/y2 cos? ¢ + sin? ¢, donc >
2 Va2 cos? p +sin®

puis par intégration F'(z) > F(y), la fonction F' est donc décroissante sur |0, 4oc0|.

1
VY2 cos? p + sin® ¢
. Pour tous z,y €]0, 400, ona:

cos2 o +sin?p

I(@y) / \/x2c082g0+y sin?p / \/
yl(z,y) = F (‘;) .

1
En particulier si z = 1, on obtient yI(1,y) = F () D’autre part, en faisant le changement de variable
Y

D’ou:

1
Y = g — ¢, bijectif et de classe €', on trouve I(a,b) = I(b,a). D'ott yI(1,y) = yI(y,1) = yF(y) = F (y)
Ainsi,

vz €]0, +oo|, F (;) — 2F(x).
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3. Par composition % est croissante et ’application =

F(x) 1 1 . . ’ N
= = est décroissante, donc d’apres

la question 4a) de la premiére partie I est continue sur |0, +o00[, donc F est bien continue.

1
4. On [(z,y)=—-F (ac) , donc par composition (x,y) — I(z,y) est continue sur (R’jr)Q.
Y

_TV-

1. L'égalité u = /a2 cos? ¢ + b2 sin? p montre que a < u < b. On a donc
g q

u= \/a20052<p+b281n2<p e u?=a’cos’p+bsin?p

& ur=d’+ (b —a?)sinp

L, u?—a?
< S =49T 2

. Ju?—a? 0.7
= S @ = mcarspe[,g}

w2 — a2

D’otl1 p = arcsin ( 1922> , u € [a,b]. Ainsi, sur cet intervalle, on a :
—a

d [ u2—a?
ng _du ( bQ—aQ) . (7

du 1+ zj:sj V2 —u2) (02 — a?)

u2 — g2

b22> , on obtient donc :
—a

A l'aide du changement de variable ¢(u) = arcsin (

3 dop b du
I(a,b) = — 2 2\(1,2 2\
0 \/a20082<p+b281n © a \/(b —u?)(u? — a?)

2. (a) La fonction h est bien définie et dérivable sur l'intervalle [a,b] eton a:

2
u € [a,b], B(u) = 2;2‘“’
D’ou le tableau de variations de h :
U a a = Vab b
' (u) — 0 +
a+b a+b
i) 2 \h(a):\/%/ 2

(b) Soitu € [a,b] etv € [\/%,a;—b}Ona:

u? + ab
=
2u
s wW—2uww+ab=0

S u=v—Vvi—abouu=v+Vv2—ab

Le tableau de variations de la fonction h montre que, Vv € [a,a], H1(v) = v — Vv? — ab et que Vv € [a, b],
Hy(v) = v+ Vo2 —ab.

h(u) =wv



3. Soitu € [a,b] etv = h(u),ona:

a+b\> ) a+b\> u? + ab\ 2
o (452) - = (550) - (252)
= Vu2(a+b)2 — (u? + ab)?

V—ut+ (a2 + b2)u? — a2b?
- VD@ = E - D@ ).

Utilisons la relation de Chasles avec le point « = a; et la relation précédente :

« du b du
I(a,b) - / \/2 u2 02 a2 +/\/2 u2 2—a2)

/a 2u/a+b /azu/aer

/a 2u\/b2 — 2 /a1 2u«/62 — 2

du Vv2—ab—v —u
4. (a) Sur l'intervalle [a,a], v = h(u) & u = Hi(v) = v — V1% —ab et donc — = = .
@ 0.0, v = h{u) () = 0= i e

d 2 —ab
De méme sur l'intervalle [a,b], v = h(u) < u = Ha(v) = v + Vv? — ab et donc d—u = U%‘L;:U =
v v —a
u

2 _ 2
Ve — aj

,d’ou:

@ du b du
I(a7 b) = —— + b
a  2u\/b3 —v? a1 2u\/b3 — v?
o —dv b1 dv
= +
/bl 24/v2 — a2 /b3 — 02 /al 24/v2 — a3 /b3 — v?

by dv
\/ b —v2)(af — v?)
= (a1>bl)

(b) D’apres la question précédente et par récurrence sur n € N, on obtient :
Vn e N, I(a,b) = I(an,by).
Soit maintenant ¢ > 0 tel que ¢ < M (a, b). Il existe un rang ng € N tel qu’on ait a la fois :
Vn > ng, |ap — M(a,b)| <c et |b, — M(a,b)| <e.
On a alors, pour tout ¢ € {O, g} ettoutn > ng:

1 1 1
< )
VvV (M(a,b) +€)2(cos? ¢ +sin? ) ~ /a2 cos2p + b2sinp — \/(M(a,b) — €)2(cos? ¢ + sin® p)

A

soit :

1 1 1
< < ,
M(a,b)+e =~ (/a2 cos2p + b2sin’p ~ M(a,b) —¢

et par croissante de l'intégrale, il vient facilement :

™ ™

EEDEEEE

> -
v 2 no, = 2(M(a,b) — <)’
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Le terme du milieu de 'encadrement précédent est constant, égal a I(a, b), et ¢ peut étre choisi aussi petit
qu’on veut. Une fois qu’on a remplacé I(a,, b,) par I(a,b), onn’a plus de dépendance en n, on peut donc
sans probleme faire tendre ¢ vers 0, et il vient :

m 1

I(a,b):m .

En particulier, sia = € R} et b = 1 on obtient I(z,1) = ou encore F'(z) =

2M (z,1) 2f(z)

2 2

1. Selon la formule de I(a, b), le quart de périmetre de l'ellipse d’équation 2—2 +Z

o 1 est donné par la formule

I
0o vaZcos? g+ bZsin’ o

De telles intégrales, comme I(a,b) sont appelés des intégrales elliptiques. L’étude des intégrales elliptiques par Gauss, Abel et Jacobi a
jouée un role central dans le développement des mathématiques du XIX siecle



